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Historia liczb zespolonych

Historia liczb zespolonych sigga juz tysigcy lat. Juz sam wielki Heron z Aleksandrii (10-70), znany nam m.in. ze
wzoru umozliwiajacego obliczenie pola powierzchni tréjkata ze znajomosci wymiaréw jego bokéw, konstruujac
opisy matematyczne stuzace do wyznaczania pol podstaw, objetosci i mas budowanych piramid, zastanawiat si¢ nad
réwnaniami kwadratowymi. Z pozoru byty proste w obliczeniach, jednak ich rozwiazania nie zawsze miescily sie¢ w

éwczesnie poznawanej przestrzeni liczb rzeczywistych.

Sprébujmy teraz sami przyjrzec si¢ chociazby prostemu réwnaniu:

P= \/s(s —a)(s—b)(s—c)

Co staloby sig¢ jesli liczba s stataby sie¢ ujemna (-s) i z kolei a,b,c pozostaty dodatnie?

P= \/—s(—s —a)(—s —b)(—s—c)

Po chwili na pewno kazdy z was zauwazy, ze w tym dziwnym ukladzie, pomimo wprowadzenia znaku ujemnego —

po wyciagnieciu znaku przed nawias - pierwiastek wcigz pozostanie dodatni i bedziemy mogli znaleZz¢ wartosé
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liczby P:
P = \/s(s +a)(s +b)(s+c)

Jednak od razu nasuwa si¢ nam mysl, ze przeciez - co wida¢ goltym okiem - pierwiastkujemy liczby ujemne:

P =+y=s\/—(s+a)y/—(s +b)y/—(s +0)

a takie dzialania przeciez, wedtug szkolnej nauki, nie przynosza nam skutku.

Jednak ludzkosé, szczegdlnie jej czeS$¢ europejska, przez kolejne wieki nie zainteresowata sig rozwiktaniem
jakichkolwiek rozwazan w tej dziedzinie, uznajac je najprawdopodobniej za niekonwencjonalne i, zamiast drapaé sie
w glowe, wolata skupi¢ si¢ na wegetatywnym wykorzystaniu dotychczasowych osiagnie¢ matematyki - ze wzgledow
ideologicznych ignorujac istnienie liczb cho¢by ujemnych.

Prawdziwe odrodzenie w matematyce przyniést XVI wiek. Oprécz mndstwa nagromadzonych przez lat pytan,
znalazto si¢ wielu §miatkéw, ktérzy ochoczo starali si¢ na nie odpowiadaé. Jednym z nich byt wloski matematyk
Girolamo Cardano (1501-1576). W roku 1545 sporzadzit on dzieto Ars Magna (Wielka Sztuka), w ktérym rozwazyt
taki oto problem:

,Gdyby ktos kazat Tobie wziac€ liczbg 10 i podzieli¢ ja na dwie czgdci, tak by pomnozone jedna z druga daty
40 — odpowiesz niemozliwe. Jednak rozwiazemy to réwnanie dla Ciebie”

Rozpiszmy wigc uktad réwnan:

a+b=10
a-b=40
otrzymamy zefi réwnanie kwadratowe:

a?—10a+40=0

do ktérego rozwigzania wyznaczymy z definicji delte A = —60,

oraz nie przejmujac si¢ ujemnoscia delty, wyznaczymy pierwiastki réwnania 5 — 4/ —150raz 5 4 4/ —15
bedace rozwiazaniami problemu!
Problem ten nie definiowat liczb zespolonych jako takich, ale jego rozwigzanie wynikato z zastosowania wtasnosci
tych liczb. Cardano posunat si¢ dalej w rozwazaniach, uzywajac prywatnych i niepublikowanych wcze$niej prac
Niccold Tartaglii (1500 - 1556) - ktdry jako pierwszy rozwigzal rownania trzeciego stopnia. Ich twierdzenia byty dla
o6wczesnych matematykéw rodzajem herezji - w koricu nie dos¢, ze swobodnie uzywali oni liczb ujemnych, to mieli

czelnos¢ je pierwiastkowac.

Przetomu dokonat dopiero trzydziesci lat pdzZniej, uwazany za "ojca liczb zespolonych", Rafael Bombelli
(1526-1572). Nie byl on matematykiem, lecz zwyklym inzynierem, zajmujacym si¢ m.in. hydrologia. Nie
przejmujac si¢ twierdzeniami Srodowiska matematycznego, zaprzeczajacego istnieniu pierwiastka liczb ujemnych -

po prostu go zastosowal. René Descartes nazywat taki pierwiastek przewrotnie liczba wyimaginowang (urojona).

Zwolennicy liczb urojonych z czasem poczeli oznaczaé pierwiastek z -1 literka i (z tac. imaginarius), przyjmujac ze

42 — _1.Zwyczaj ten rozpropagowat Euler.
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Definicje, twierdzenia, wzory

Dla lepszego ogarnigcia wiedzy zakresu liczb zespolonych, warto sobie przypomnie¢ jakie w ogéle mamy

podstawowe zbiory liczbowe i ich oznaczenia:

N - zbidr liczb naturalnych (z ang. natural, naturalny),

7, - zbidr liczb catkowitych (z niem. Zahlen, liczby),

(Q - zbidr liczb wymiernych (z ang. quotient, iloraz),

[QD - zbidr liczb niewymiernych,

R - zbidr liczb rzeczywistych (z ang. real, rzeczywisty),

oraz nowo poznawany — {C - zbidr liczb zespolonych (z ang. complex, ztozenie),
W algebrze pojecie liczb stale si¢ zmienialo, a znane zbiory liczbowe ulegaly nieustannemu poszerzaniu. Nowe
pojecia liczb wprowadzano zawsze wtedy, kiedy wyniki zasadniczych dziataf nie miescity si¢ w dotychczasowych
zbiorach liczbowych. Stad tez odejmowanie liczb naturalnych wiekszych od mniejszych wprowadzito z czasem
nieunikniona konieczno$¢ utworzenia liczb ujemnych. Z potaczenia obu tych zbioréw powstat zbior liczb
catkowitych. Jednak i tu, ze wzgledu na dzielenie, a doktadnie niepodzielno$¢ niektérych liczb calkowitych
wzgledem siebie, nalezalo wprowadzi¢ obok liczb wymiernych zapisywanych jako utamki - liczby niewymierne,
ktérych doktadnego wymiaru nie jesteSmy w stanie zapisa¢ w utamku. Liczby niewymierne dopelnity wiec
poprzedni zbiér liczb wymiernych, tworzac w polaczeniu przestrzen liczb rzeczywistych, ktéra mozna latwo

zobrazowadé, np. na osi wspéirzednych:

N -6
4
S-@
~-8
N -
W
H -
@

W rozdziale historia zwrdciliSmy uwage, ze rowniez w przypadku tak zaawansowanego zbioru liczb jakim jest zbidr
rzeczywisty, mamy problem z okreS§leniem wartosci pierwiastka kwadratowego z liczb ujemnych. Wykraczaja one
bowiem poza zakres tego zbioru — znajduja sie poza nim. Stad istniata koniecznos¢ powolania przestrzeni, w ktorej
zawierataby si¢ zaréwno przestrzeni liczb rzeczywistych oraz przestrzefi zawierajaca pierwiastki z liczb ujemnych.
Ta potrzebna przestrzenia staly si¢ liczby wyimaginowane (urojone) - z taciny oznaczane Im lub $§ (fac.

imaginarius).
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Gt

W roku 1673, angielski matematyk, John Wallis (1616 - 1703) stwierdzil, ze liczby urojone nie mieszcza si¢ na osi

liczb rzeczywistych lecz wokét niej, co tatwo zobrazowaliSmy sobie na powyzszym rysunku.

Liczby urojone, jak wigc widaé, sa dopetnieniem zbioru liczb rzeczywistych - w potaczeniu z ktérym tworza zbiér
liczb zespolonych .

Liczby zespolone

Liczby rzeczywiste

niewymierne wymierne

Liczby
catkowite

Liczby

naturalne

0,22+0,65i

Zbiory liczbowe

Posiadajac juz tego typu wstgpne wiadomosci, z powodzeniem mozemy zaglebié si¢ w Swiat matematyki i

przedstawic sobie kilka kolejnych definicji, twierdzeri i wzoréw poruszonych w kolejnych podrozdziatach.
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Liczby urojone

vV—u?

t Pierwiastek kwadratowy liczby ujemnej, +/—w , nazywamy liczba urojona (liczba wyimaginowana - Immaginarius).

Pomyst o istnieniu liczby ujemnej, jest niemal czysto filozoficzny. Skoro na Swiecie miatyby istnie¢ liczby dodatnie,
to zapewne musiatyby istnie¢ liczby do nich przeciwne. Tylko jak wspétdziataltyby one ze soba?

Znany nam z historii Rafael Bombelli bardzo interesowat si¢ matematyka. W swoim dziele "Algebra",
opublikowanym w roku 1572, zauwazyt ciekawa rzecz znamienna dla liczb rzeczywistych, ktéra warto tutaj sobie
przypomnieé. Okreslit on bowiem dziatania na liczbach rzeczywistych w zaleznosci od znaku liczby - co mozna w
skrécie zapisaé:

* dodatnia razy dodatnia, daje dodatniq

* ujemna razy ujemna, daje dodatniq

* dodatnia razy ujemna, daje ujemnq

* ujemna razy dodatnia, daje ujemnq

Skoro tak to mozna byloby zada¢ sobie pytanie - czy istniejq jakieS liczby, ktére przy zastosowaniu tych samych

zasad dawatyby wynik zupehie przeciwny?

Okreslenie dziatan na liczbach ujemnych byto wprowadzeniem niezbednym do poznania sposobé6w zachowania sig
ich pierwiastkéw, Bombelli okreslit bowiem zachowanie si¢ pierwiastkéw liczb ujemnych w oparciu o powyzsza
zasade. W swojej ksiazce napisat, ze:

SR ey Y sy g—

° U-——Uu=—u

v Ta—VSu = tu

¢ ——u- —|—\/——u = +u

czyli stownie:

* dodatni pierwiastek liczby ujemnej razy dodatni pierwiastek liczby ujemnej, daje liczbe ujemnq

* ujemny pierwiastek liczby ujemnej razy ujemny pierwiastek liczby ujemnej, daje liczbe ujemnq

* dodatni pierwiastek liczby ujemnej razy ujemny pierwiastek liczby ujemnej, daje liczbe dodatniq

* ujemny pierwiastek liczby ujemnej razy dodatni pierwiastek liczby ujemnej, daje liczbe dodatniq

Jak widaé, liczby urojone poddawaty si¢ tym samym wtasnosciom, co liczby rzeczywiste, ale z réznica wyniku (co
do znaku) - co moze si¢ nam teraz wydawac niemal zupelnie oczywiste. Skoro jednak liczby urojone otrzymujemy
na podstawie réznych konfiguracji dziatan na liczbach rzeczywistych, to czemu miatoby by¢ tez inaczej - wystarczy
przemnozy¢ by sprawdzié. Dla 6wczesnych matematykéw jednak to takie proste nie byto. Przy takim nowym zapisie
musieliby oni uznaé, czgsto wczesniej pomijany fakt, ze pierwiastek kwadratowy liczb rzeczywistych jest funkcja
dwuwarto$ciowa, np. 4 — (2)2ale tez 4 — (_2)2.

Wynikatoby stad, ze dziatania na liczbach urojonych zachowuja ksztatt dziatan jak przy liczbach rzeczywistych. Stad
tez, zbidr liczb urojonych nazywa si¢ izomorficznym (réwnoksztalttnym) ze zbiorem liczb rzeczywistych. Jednak w
tym momencie samg ideologia tego stowa nie warto zaprzataé sobie gtowy - sa wazniejsze problemy.

Niestety, jak powiedzieliSmy sobie wczesniej, wciaz istnialy klopoty z okresleniem potozenia liczb urojonych
wzgledem liczb rzeczywistych. Nasze rysunki pogladowe z poprzedniego rozdziatu wybiegaly daleko w przysztos¢.
Do tego, w migdzyczasie doszedt jeszcze problem niewygodnej i zawitej notacji. Przez kolejne lata, przy
rozwigzywaniu réwnan kwadratowych, jak i wyzszego rzedu, wciaz stosowano dla miejsc zerowych zapis typu:
h+ \/_—25 . Juz sam pierwiastek \/_—25 nie wyglada przystgpnie i wzbudza zmieszanie wsrdd ludzi znajacych
podstawowe prawa arytmetyki - gloszace brak rozwigzania takiego dziatania - a co dopiero, jesli taki pierwiastek

napiszemy w ztozeniu z inng liczba.
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W roku 1777 przyszedl z pomoca szwajcarski matematyk Leonard Euler. Zaproponowal on do$¢ banalny sposéb
rozwigzania problemoéw, jakie stwarza widok pierwiastka liczby ujemnej. Dla przyktadu - dysponujac liczba
v/ —25, zawsze przeciez, mozemy wyciagnac z niej cze$¢ rzeczywista prostym dzialaniem matematycznym:

Vo5 =v—1-25=v—-1-V/25=/—1-35

Jak wiec wida¢, w zasadzie kazda liczba urojona moze zosta¢ zapisana w takiej postaci - bo dla kazdej liczby

rzeczywistej u oraz odpowiedniej rzeczywistej b mozemy napisac: 4 — }2, oraz:
Vou=vV-1-8=v-1-Ve2=+—-1-b

Euler zaproponowatl, aby zamiast \/__1 pisa¢ po prostu 3 . W konicu, skoro mozemy pisa¢ ° jako oznaczenie

stopnia kqta - to czemu nie uzy¢ literki i jako symbolu imaginacji - urojenia.

Stad tez zalozenie, ze ¢ = \/__1 litera i oznacza jednostke urojonq wynoszaca pierwiastek z minus jeden[z]

Dzigki temu, liczby urojone mozemy zapisywaé w wygodnej, nie budzacej juz grozy, postaci bz , gdzie b jest jakas

liczba rzeczywista powstala jak powyzej.

Jednak zatozenie to byto niewystarczajace (jak objasniono w przypisach) dlatego tez bazujac na zdobytych wczesniej

doswiadczeniach lepiej byto zatozyc¢:

42 = —1 (kwadrat jednostki urojonej jest ujemny i réwny minus jeden)

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.pl

[2] Sprawa wyjasniania notacji jest wciaz dyskusyjna i moze poczatkowo sprawiaé ktopot w zrozumieniu.
UNIQ-math-0-9671a40804e20521-QINU to umowne oznaczenie jednostki urojonej, dzigki ktéremu mozemy zapisa¢ liczby urojone w postaci
bi.

Jednak wprawne oko zauwazy, ze analizujac pewne dziatania mozemy otrzymacé ciekawg forme:

P= \/s(s —a)(s—b)(s—c)

Jest ona jednak niezgodna z dalszymi zatozeniami, poniewaz dla operacji na liczbach ujemnych ma znaczenie kolejnos¢ dziatan!

Dlatego by wykluczy¢ watpliwosci, idac dalej, nalezy przyjac, ze najpierw wykonujemy operacje na wyktadnikach potegi:

P = \/—s(—s —a)(—s —b)(—s—c)

Dla uniknigcia wyzej wymienionych probleméw wartosci P — \/ S( s+ a) ( s+ b) (S + C) nie nalezy rozbija¢ na pierwiastki,

lecz przyjac jak podang w zatozeniu.
Dlatego tez w wielu podrecznikach spotka¢ mozna si¢ z zalozeniami lekko wybiegajacymi przed wczesniejsze

rozumowanie - prowadzone w spos6b odwrotny:

a+b=10
) = - - o zapisuiemy,
skoro P = 4/ s\/ (s -l-a,)\/ (s—l—b)\/ (s + c)to zapisujemy, ze b a0

W tej konwencji niestety otrzymujac w wyniku pierwiastkowania rozwigzanie dwuwartoSciowe spotkamy sig czgsto
z problemem doboru znaku.

Sa to jednak drobne niuanse, ktérymi nie nalezy sie¢ jednak zrazaé i ktérych zrozumienie przyjdzie z dalszymi
rozdziatami podrecznika - bowiem wynikaja one z braku intuicji / do§wiadczenia, ktére szybko mozna wyréwnaé

rozwiazujac zadania matematyczne.
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Plaszczyzna zespolona

Euler wprowadzajac swoja notacje dla liczb urojonych 5 , z uzyciem jednostki urojonej i, znacznie ulatwit
analityczny poglad na ich sprawe. Niestety nadal istnial problem okreslenia potozenia liczb urojonych wzgledem osi
wspotrzednych liczb rzeczywistych. Matematycy szybko zadali sobie pytanie, gdzie je umiejscowié, jak opisaé

graficznie.

W  roku 1797 norwesko-dunski
mierniczy Caspar Wessel, w 1799
niemiecki matematyk Carl Friedrich Im A
Gauss, oraz w 1809 szwajcarski a B
ksiggarz Jean-Robert Argand
niezaleznie  wpadli na  pomyst .
geometrycznego przedstawienia tychze T
liczb - liczb, ktére nie miescity si¢ juz
na catkowicie zajetej osi liczb 2iT (C'
rzeczywistych (pamigtacie rysunek

pogladowy z poczatku rozdziatu?). i =

Dla przypomnienia powiedzmy, zZe

réwnania kwadratowe rozpatrywane sa i } ’ y } } }

w uktadzie wspétrzednych i 2 .. IFE. RE
kartezjariskich ( [R2), utworzonym

przez dwie prostopadte do siebie osie

rzeczywiste - o§ Ox (odcigtych) oraz os O¢ urojona Im, przecinajaca o rzeczywista Re rozpinaja ptaszczyzng liczb zespolonych.
Oy (rzg¢dnych). Jesli liczby rzeczywiste

rozpatrzymy sobie jako pewna ptaszczyzneg, rozpigta pomi¢dzy dwiema osiami rzeczywistymi to liczby urojone

réwniez w tym przypadku powinny leze¢ poza obiema osiami - oraz poza ta ptaszczyzng.

Spdjrzmy na konstrukcje osi liczbowej: mamy pewna wspdlng dla wszystkich liczb jednostkg, z pomoca ktorej
wielokrotnosci mozemy opisaé reszt¢ liczb i rOwnomiernie roztozy¢ na linii ciaglej. Dla liczb rzeczywistych taka
jednostka, bedzie liczba I - kazda liczba rzeczywista @ moze by¢ rozpisana jako pewna wielokrotnos$¢ jedynki.
Podobnie mamy z liczbami urojonymi - ich jednostka jest liczba i, a o§ tworzona jest identycznie - przez
przemnozenie kolejnych liczb rzeczywistych przez jednostke i.

Szybko mozemy zauwazy¢, ze liczby czysto urojone posiadaja wigc jeden wspdlny punkt z osig R - w koricu
okreslone sa przy uzyciu rzeczywistej liczby b. Punktem tym jest O (co by nie byto 0 razy liczba daje nam zero,
zaréwno w przypadku liczb rzeczywistych, jak i liczby i). Do osi reprezentujacej liczby rzeczywiste - okreslonej od
tej pory symbolem Re (z tac. Realis), nalezalo wigc dotaczy¢ o$ liczb urojonych - Im (z tac. Imaginarius),
zachowujac przy tym pewna ogdlnie zrozumiala i akceptowalna konwencje. Skoro juz trwaliSmy w uktadzie
kartezjanskim to postanowiono utworzy¢ co$ co bedzie go przypominato. O$ urojong poprowadzono prostopadle do

osi rzeczywistej, przecinajac ja w zerze (patrz rysunek).

Zabieg przecigcia dwoch osi, w matematyce powoduje rozpigcie pewnej plaszczyzny. Te plaszczyzng, ktéra

zespalata liczby urojone z liczbami rzeczywistymi Gauss nazwal plaszczyzna zespolona.

i Plaszczyzna zespolona rozpigta jest przecigtymi ze soba w punkcie (0,0) osiami urojonq Im i osia rzeczywistq Re.

Stad nasuwa si¢ prosty pomyst: liczby zawarte w ptaszczyZnie zespolonej, prawdopodobnie, powinny by¢ opisane

ztozeniem liczby rzeczywistej z liczba urojona.
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Liczby zespolone
(a,b) ?

ﬁ Liczba zespolona z nazywamy uporzadkowana parg liczb rzeczywistych (a, b) bedacych wspétrzednymi tej liczby w przestrzeni

(ptaszczyznie) liczb zespolonych.

Ze wzgledu na sposéb rozpigcia przestrzeni (plaszczyzny) - liczby zespolone, jak nazwa wskazuje, sa zlozone: z
czesci okreslajacej potozenie na osi rzeczywistej Reoraz urojonej . W roku 1833 William Hamilton
(1805-1865) stwierdzit, ze skoro liczby rzeczywiste w kartezjariskim uktadzie wspétrzednych mozna byto zapisywaé

w postaci pary wspétrzednych (x,y), to czemu nie zastosowac tego sposobu dla liczb zespolonych?

Stad powstat:

z = (a, b) (zapis liczby zespolonej jako pary wspétrzednych)

i Zbior liczb zespolonych oznaczamy litera C
C={z={(a,b):a,be R}

Zbiér wszystkich liczb zespolonych bedzie wige rozpigty w opisanej wczesniej plaszczyznie liczb zespolonych,
ktérej poczatkiem jest punkt z = (0, Q).

Liczbe zespolong z = (a,, b) na plaszczyZnie ( przedstawia sie tak, jak robito si¢ to z punktami innych uktadéw

dwuwymiarowych: w postaci punktu o wspétrzgdnych (a,b) lub w postaci wektora o poczatku w punkcie O(0,0) i

koncu w (a,b).

Im M Im M\

z=(a,b) z=(a,b)

>

a Re a

Jak szybko zauwazymy, wszystkie liczby typu z = (a, O) beda polozone na osi Re - stad wniosek Ze mozemy je
utozsamiaé z liczbami rzeczywistymi. Natomiast wszystkie liczby z = (D, b) odnajdziemy na osi Im - sg liczbami
urojonymi.

Majac juz zdefiniowana liczbg zespolong, warto jest zastanowié si¢ nad wlasno$ciami tych liczb. W podregczniku
nieustannie powtarzamy, ze liczby zespolone to twory matematyczne majace uzupeni¢ przestrzen liczb
rzeczywistych - totez poddane r6znego rodzaju operacjom powinny si¢ one poniekad zachowywaé podobnie. Totez
ponizej wypisano wiasnosci liczb zespolonych.
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Wilasnosci liczb zespolonych
Dowolne liczby zespolone w okreslonych przypadkach podstawowych dzialan matematycznych wykazuja
wlasnosci:
1. nie reaguja w dodawaniu z zerem:
04+z=2,
2. nie reaguja w mnozeniu z 1, liczbg 1 = (17 O):
l-z=2,
3. liczba przeciwna do z = (a, b)to —z = (—a, —b}:
z+(—2) =0,
4. przemienno$¢ dodawania:
z1t+z=2z+t 2z,
5. tacznos$¢ dodawania:
(Z] + Zg) + 23 =2z + (22 + 23),
6. przemiennos¢ mnozenia:
2122 = 2221,
7. tacznos$¢ mnozenia:

zZ1 (22 . 23) == (Zl N 22) - 23,
8. rozdzielno$¢ mnozenia wzglgdem dodawania:

Z]'(ZQ+Z3):Zl'ZQ+Zl'23
a —b
a? + b2 a2 + b2

9. liczba odwrotnado z — (a, b) to 1 = (
z

):

=1,

zZ -

1
z

Posta¢ algebraiczna

a+ V-2’
Wréémy jednak do liczb rzeczywistych i przypomnijmy sobie rozwazania na temat pierwiastkéw liczb ujemnych
otrzymywanych przy rozwigzywaniu réwnan kwadratowych. Liczby te miaty niepor¢czna posta¢ sumy pewnej
liczby rzeczywistej z pierwiastkiem liczby ujemne;.
Po wprowadzeniu jednostki urojonej i posta¢ ta stala si¢ bardziej -
klarowna - jednoznacznie okre$lala bowiem rozdzielno$¢ obu typow
liczb, w spos6b zblizony do popularnego do dzi§ sposobu realizacji 3401
réwnarn funkcji 2 zmiennych X i Y w uktadzie kartezjariskim. Szybko :
zauwazymy, ze zmieniajac wartoSci rzeczywiste na osi Re, liczba

zespolona z na plaszczyZnie przesunie si¢ jedynie w poziomie bez

zmian w czgsci urojonej - i na odwrét: zmieniajac parametry na osi

urojonej Im liczba zespolona przesunie si¢ na wykresie jedynie w

pionie, bez zmian czesci rzeczywistej. Przyktadowo jesli znajdujac na
osi rzeczywistej liczbe a=3 dodamy do niej liczbg urojona bi=2i
znajdziemy si¢ w punkcie liczby zespolonej o wspétrzednych z = (3, 2).
Stad tez jesli a jest czgscia rzeczywista liczby z okreslona jako Re(z), oraz b cze$cia urojona liczby zespolonej
okreslana jako Im(z) to:

Z=Re(z) + Im(z)i

Kazdg liczbg zespolong mozna wigc przedstawi¢ w postaci algebraiczne;j:
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2z =a+1ib,gdzie a,b € R (postaé algebraiczna liczby zespolonej)

Re(z)=a;

liczbe b nazywamy czescia urojona liczby zespolonej z, i zapisujemy jako Im(z)=b;

i liczbg rzeczywista a nazywamy czgscia rzeczywistg liczby zespolonej z, i zapisujemy jako

Poprzednia definicjg zbioru liczb zespolonych mozemy wigc rozszerzy¢ o stwierdzenie Ze:

Zbior liczb zespolonych oznaczamy litera C :
& C={z=a+1b:a,bc R} (posta¢ algebraiczna),
a zarazem
C ={z=(a,b) : a,b € R} (postac punktu na plaszczyZnie)
czyli prosto i stownie: zbidr liczb zespolonych (C to liczby z, ktére sktadaja si¢ z czesci rzeczywistej @ oraz czesci urojonej b , gdzie
zaréwno a jak i b sa liczbami ze zbioru liczb rzeczywistych R - tzn. @i b sa liczbami rzeczywistymi

Obie te postaci sg ze sobag rownowazne i sg Scisle ze sobg zwigzane.
Warto réwniez zauwazyé, ze liczby postaci ¢4 lub (0,b), gdzie h € [R z pominigciem zera - punktu (0,0), zwykto

nazywac si¢ czysto urojonymi (0 jest liczbg rzeczywistg).

Sprzezenie liczby zespolonej

Jakby nie patrzeé, z matematycznego punktu widzenia liczby zespolone sa suma dwéch jednomiandéw. Element o
podwdjnej konstrukcji zwany jest w matematyce dwumianem i posiada ciekawg wtasciwos¢ zwana sprzg¢zeniem.

Liczby zespolone poddaja si¢ jego charakterystycznym wlasciwosciom tak samo jak liczby rzeczywiste.

Przypomnijmy sobie definicj¢ tej wlasciwosci:

i Sprzezeniem dwumianu o wyrazach rzeczywistych nazywamy nowy dwumian powstaty z wczesniej danego, poprzez wzigcie elementu

przeciwnego do drugiego wyrazu tego dwumianu.

Definicja z pozoru calkiem zagmatwana. Rzeczy najprostsze
chyba jest najtrudniej opisaé. Kiedy bowiem sobie wszystko Im o\‘k
rozpiszemy - zabieg wydaje si¢ trywialny.

Sprzgzeniem dwumianu rzeczywistego I —+ ¥ , jest rOwniez » = atib
dwumian rzeczywisty  — ¥ . Jezeli za y podstawilibySmy b+ .

liczbg urojona, to sprzezenie takie bytoby sprzgzeniem liczby

zespolonej. Wystarczy tylko spojrze¢ na jej postaé

algebraiczna.
Sprzgzenie liczby w matematyce oznacza si¢ na dwa 0 $ )’
sposoby, albo przez oznaczenie liczby pozioma linia na i Re

gérze Z, albo czasami przez oznaczenie liczby tzw.

operatorem gwiazdki: z* .

H|
Il
=]
.
=
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i Sprzezeniem liczby zespolonej z = g + ib , gdzie @, b € R nazywamy liczbe Z opisang wzorem:

Z=a—1b

Spogladajac na wykres, liczba sprz¢zona do liczby zespolonej jest jej odbiciem w symetrii wzgledem osi

rzeczywistej Re.

Wiasciwosci sprzezenia
Sprzgzenie dwoéch liczb rzeczywistych dawato bardzo przydatna wlasciwosé, znana ze wzoréw skréconego

mnozenia. Podobnie jest z liczbami zespolonymi:

1. Iloczyn liczby zespolonej z i liczby do niej sprzgzonej Z :

z-Z=(a+1b)-(a —ib) = a® — (ib)* = a* + b*
2. Sprzezenie liczby sprz¢zone;j:

(z) =z,

3. Sprzezenie sumy jest suma sprzezen:
21+ 29 = 21 + 29,

4. Sprzezenie roznicy jest réznica sprzgzem:
Z1—2Z9 =21 — 23,

5. Sprzgzenie iloczynu jest iloczynem sprz¢zen:
z1-z3 = 21" 22,

6. Sprzezenie ilorazu jest ilorazem sprzegzen:

z z1
(—1) = :1, zakladajac ze 29 #£ 0,
z9 Z9

7. Suma liczby zespolonej z i liczby do niej sprz¢zonej z :
z+z = 2a = 2Re(z)

8. Roznica liczby zespolonej z i liczby do niej sprzgzonej Z :
z — z = 2ib = 2ilm(z)

9. Sprzgzenie czgsci rzeczywistej:
Re(z) = Re(z),

10. Sprzezenie czgsci urojone;j:

Im(z) = —Im(z),

Modut liczby zespolonej

Wartos$¢ bezwzgledna liczb rzeczywistych byta tak zwang norma - liczbg okreslajaca odleglos¢ liczby zespolonej od
poczatku uktadu wspétrzednych, bez wzgledu na miejsce, w ktérym si¢ ta liczba znajdowata. Liczby rzeczywiste
przedstawione sa na jednej osi - tak wiec mogly znajdowaé si¢ tylko po lewej lub po prawej stronie uktadu
wspoétrzednych, np. w tej samej odlegtosci = 4] od poczatku osi liczb rzeczywistych znajduja si¢ dwie liczby: +4
oraz -4.

Nie powinnis§my mie¢ tez probleméw z okresleniem odleglosci w przestrzeni liczb zespolonych, ktére moga przeciez
leze¢ po bokach osi R . O ile tylko 3 potraktujemy jako jednostke osi urojonej - bedziemy mogli rozpatrzyc
polozenie liczby wzgledem poczatku nie tylko jednej osi rzeczywistej Re, ale rOwniez wzgledem poczatku osi
urojonej [m, w spos6b znany nam doskonale z uktadu kartezjariskiego [R2.

Postarajmy si¢ wigc odnaleZ¢é odlegtos¢ danej liczby od poczatku uktadu wspdtrzednych. Szybko zauwazymy, ze

mozemy skorzysta¢ z wilasnosci tréjkata prostokatnego z przyprostokatnymi o wartosciach: a réwnej czesci



http://pl.wikibooks.org/w/index.php?title=Plik:Plume_ombre.png

Liczby zespolone/Wersja do druku 13

rzeczywistej Re(z)i b rownej czesci urojonej Im(z). Wartos¢ bezwzgledna |z| bedzie okreslata odlegtos¢ zod poczatku
wspotrzednych. Aby wyznaczy¢ wzér na t¢ odleglos¢ - skorzysta¢ musimy z Twierdzenia Pitagorasa, dla trojkata
prostokatnego o przeciwprostokatnej ¢: ¢2 — g2 4 p2. Skoro wartos¢ ¢ réwna jest odlegtosci liczby zod punktu (0, 0)- oznac

znalezliSmy og6lny przepis na wartos¢ bezwzgledna |z| :

| Z| = Va2 + b2 (wz6r na odlegtosé punktu z od
poczatku

plaszczyzny liczb zespolonych {0, 0))

ﬁ Modutem liczby zespolonej |z| (wartoscia bezwzgledna liczby zespolonej z = a + b ) nazywamy jej odlegtos¢ od poczatku uktadu

wspotrzednych, okreslong wzorem:

|z = V/(Re(2))? + (Im(2))?

(modut liczby zespolonej to pierwiastek z sumy kwadratow czesci rzeczywistej i urojonej)

Stad tez mozna napisac, ze:

| Z|2 = g? 4+ p? (kwadrat modutu liczby zespolonej jest
suma

kwadratow jej czegsci rzeczywistej i urojonej)

Wilasnosci modutu
Modut liczby zespolonej posiada identyczne wtasnosci, co warto§¢ bezwzgledna dwumianéw:
1. Modut liczby zespolonej z, sprzgzonej Z , i przeciwnej —z :

2| = |z| = | — 2|
2. Kwadrat modutu liczby zespolonej:

|z|2 =z-Z
3. Modut iloczynu liczb zespolonych:

b}

|21 - 22| = |21] - |22
4. Modut ilorazu liczb zespolonych:

= @ oile zg # 0,

= P

Z1

Z3

Modut sumy liczb zespolonych ma réwniez szczegdlne wasciwosci:

1. Modut sumy liczb zespolonych:

|Zl —|—22| S |Zl| + |Zg
2. Modut réznicy liczb zespolonych:

b}

)

|21 — 22| 2 |za] — |22
3. Modut czesci rzeczywistej:

[Re(z)| < |2

4. Modut czesci urojonej:

[m(z)] < |z

)

)
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Argument liczby zespolonej

Znajac juz definicje modutu liczby zespolonej - jej odlegtosci od poczatku ukladu wspétrzednych, mozemy liczby
zespolone opisa¢ nie tylko za pomoca punktéw - ale réwniez za pomoca, wspomnianego we wczesniejszych
rozdziatach, wektora o poczatku w punkcie (0,0) i koficu w punkcie o wspétrzednych liczby zespolonej. A dlugosé

tego wektora bedzie réwna modutowi liczby zespolone;.

Argrand zauwazyl, ze znajac modul liczby zespolonej - mozna by
sprébowaé tym parametrem opisaé jej warto$¢. Jednak dla pewnych
punktéw odlegtos¢ od poczatku uktadu wspétrzednych ptaszczyzny
zespolonej bedzie taka sama. O ile dla liczb rzeczywistych modut -

okreslal wartosci tylko dwéch liczb (dodatniej i jej przeciwnej), to w

przypadku ptaszczyzny zespolonej wodzac wektorem o znanej | 0 \ >
dlugosci zakres$limy okrag o promieniu 7 = |z| - punktéw bedzie \ X
nieskoriczenie wiele. Potrzebny wigc bedzie jeszcze jeden argument - .
jaka$ dodatkowa wspoétrzedna. Najlepiej, ogdélnie akceptowalna, znana ~_ | —

i latwo otrzymywana w sposéb przypominajacy dotychczas znane

dziatania.
Argrand rozrysowujac wektor wpadt na pomyst, w jaki sposdb, znajac = Znajac modut liczby zespolonej, mozemy jedynie

juZ modut liCZby |Z wykresli¢ okrag na ktérym znajdowac si¢ bedzie

, tylko jednym dodatkowym argumentem i
nasza szukana liczba.

precyzyjnie okresli¢ polozenie na plaszczyZnie zespolonej. W tym
przypadku, wykorzystat ponownie wlasnosci trdjkata prostokatnego

oraz twierdzenie cosinuséw 1 twierdzenie sinuséw, znanych z

kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Dzigki nim mozna byto (Him
__________ z{a,b)

wyznaczy¢ kat @ pomigdzy wektorem opisujacym liczbg oraz osia | )

1
rzeczywista Re. Kat ten nalezy do zbioru liczb rzeczywistych: ¢ € R r Eb
1 nazywany jest argumentem liczby zespolone;j. " ;

i +Re
Z obu twierdzen, cosinuséw i sinuséw, Argrand wyprowadzit 3 - g

zaleznosci, pozwalajace okresli¢ argument liczby zespolone;j:
Z twierdzenia sinuséw i cosinuséw - mozemy

cos (CP) = |;:|’ wyznaczy¢ kat, nachylenia wektora
sin (¢) = |—2|

Oczywiscie, warto$¢ kata moze by¢ znaczna - wodzac wektorem po okregu, mozemy wykonaé wiele okrazen.
Dlatego ustalono, ze argument gtéwny liczby zespolonej powinien miesci¢ si¢ w przedziale wartosci od 0° do 360° -
aby nie zmusza¢ ludzi do zbgdnego wykonywania przeliczen i wodzenia po okrggu. Obecnie, w dobie
skomputeryzowania, miara katowa uznana jest za archaiczng i warto$ci katéw podawane sa w radianach. Stad
argumentem gléwnym liczby zespolonej z 7 (Jnazywamy Kat ograniczony: 0 < ¢ < 27 .

Liczbe zespolona z = g + bz W plaszczyznie zespolonej przedstawi¢ mozna bylo do tej pory jako punkt -
wspoélrzedne miejsc zerowych (a, b)— podajac na podstawie miejsc zerowych jego wspéirzedne na osi liczb
rzeczywistych Re oraz na osi liczb urojonych Im. Dzigki zabiegom Argranda, od teraz liczby zespolone mozna
przedstawia¢ réwniez podajac ich wspétrzedne biegunowe ( |z, o}

Przejscie z jednego uktadu wspélrzednych do drugiego w matematyce nazwane jest transformacja. W celu

transformacji pomigdzy oboma poznanymi uktadami uzywamy wtasnosci funkcji trygonometrycznych.

Uklad wspétrzednych w ktérym podajemy wspotrzedne modutu liczby zespolonej i jej argumentu: (|z|, cp) nazywamy uktadem

[

wspotrzednych biegunowych, a wspétrzgdne - wspotrzednymi biegunowymi.

Argument liczby zespolonej wyznaczy¢ mozna wprost z definicji tangensa:
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tg(p) = g

Stad mozemy wyznaczy¢ wartos¢ kata 2, stosujac w ogélnym przypadku definicje funkcji odwrotnej do tangensa -

arcus tangens:
Jesli tg(a) =
o tg~!(z) = arctg(z) =
Stad otrzymamy wzor na warto$¢ kata:
arctg (g) , gdy a >0
arctg (g) +m, gdya <0

Postac¢ trygonometryczna

Leonhard Euler bardzo zainteresowal si¢ pracami Wessela, Gaussa i Arganda. Pozwolily one bowiem na proste
przyswojenie sobie pogladu na liczby zespolone - i potraktowanie ich jako liczb faktycznie istniejacych w
matematyce.

Dysponujac znajomoscig biegunowego sposobu zapisu liczb zespolonych, na pewno rzuca nam si¢ w oczy pewne
zaleznosci, pozwalajace zapisaé poszczegélne czesci liczby zespolonej jako ztozenie funkcji trygonometrycznych.
Wystarczy tylko ponownie przyjrze¢ si¢ wzorom Argranda z poprzedniego dzialu. W konicu sam argument liczby

zespolonej opisany jest funkcjg tangensa.

Zwré¢my wigc uwage, na zaleznosci trygonometryczne tréjkata

prostokatnego - skoro w ogdlnym przypadku funkcja tangens jest +im
ztozeniem funkcji sinus i cosinus, postaci: tan x = towarto | [TTTTTTTT77 ,z‘ 20l
CcosS T !
zbadaé wartosci tych funkcji dla liczb zespolonych. Zobaczmy wigc, z ‘ Eb
definicji funkcji trygonometrycznych trdjkata prostokatnego, co & ,_i she
otrzymamy: 2

cosinus kqta ostrego to stosunek dlugosci przyprostokqtnej
przylegtej do kqta, do przeciwprostokqinej
a
cos(ip) = o
E
sinus kqta ostrego to stosunek dtugosci przyprostokqtnej przeciwlegtej do kqta, do przeciwprostokqtnej
. b
SN = o
() P
Dociekliwi zauwaza, ze w tych réwnaniach mozemy znaleZ¢é trygonometryczny opis dla wartosci realnej jak i
wyimaginowanej z pomoca parametrow biegunowych.
Stad tez wartos$¢ rzeczywista liczby zespolonej opisa¢ mozemy za pomoca jej modutu i cosinusa:
Re(z) = |2 - cos(g)
Natomiast warto$¢ urojong liczby zespolonej opisa¢ mozemy za pomoca jej modutu i sinusa:
Im(z) = || - sin(p)
Podstawiajac te warto$ci do wzoru na postaé algebraiczng liczby zespolonej, okre§lona wzorem:
z = Re(z) + ilm(z)

otrzymamy:

z = |z| - cos(p) + |2z| - isin(yp)
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i Kazda liczbg zespolona 2 mozna przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej:

z = |z| - [cos(g) + isin(p)]

WilasnoSci postaci trygonometrycznej
* Jesli modut liczby zespolonej |z| = (), to sama liczba zespolona wynosi zero: z = ()oraz jej argument:

=0.
. Is)owie liczby zespolone sa réwne, jesli ich moduty sa réwne: |z;| = |z5| oraz argument jednej jest
wielokrotnoscig drugiej, postaci: 1 = 9 + 2k7, dla k € Z .
* Mnozenie liczb zespolonych z; = |21| - (cosy + isin;)oraz 2o = | 23| - (cos g +  sin o) ma
postac:
2123 = |21 - 23| - [cos(ip1 + p2) +isin(pr + p2)]
Stownie przy mnozeniu liczb zespolonych ich moduty mnoZymy, a argumenty dodajemy

* Drzielenie liczb zespolonych z; = |z;| - (cos¢; + isin)oraz zg = | 29| - (cos g + 7 sin ) ma

postac:
2 2 . .
L= |2 - Jeos(r — @2) + isin(ipr — 2)]
Zo )]

Stownie przy dzieleniu liczb zespolonych ich moduty dzielimy, a argumenty odejmujemy

Postaé¢ wykladnicza

Euler zauwazyl, ze mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej jest dos¢ charakterystyczne.
Jeden czynnik poddawany jest normalnej operacji, a drugi zachowuje si¢ podobnie do wykladnika potegi.
Przypomnijmy sobie, ze mnozac dwie liczby, podnoszone do potegi y, posiadajace t¢ sama podstawe n, opatrzona
r6znymi parametrami x: (z;)n¥* - (xg)n¥? otizymamy wynik (z; - zq)n¥ t¥2. Podobieristwo jest zauwazalne -
przy tej operacji przeciez mnozymy dwa parametry x i dodajemy parametry y.

Przeprowadzajac skomplikowane dowody matematyczne, na ztozonych obliczeniowo szeregach i wtasnosciach
logarytméw, udato mu si¢ uzyskaé potgzne narzedzie laczace ze soba prawa arytmetyki i algebry - zespolony
eksponencjalny (wyktadniczy) opis rzeczywistych funkcji trygonometrycznych. Oczywiscie, pominiemy wszystkie
te niezwykle trudne do ogarnigcia obliczenia i intrygujaco brzmigce nazwy, ktérymi parajg si¢ zawodowi

matematycy, i przejdziemy do sedna sprawy.

Euler dowiédt, ze wartosci funkcji trygonometrycznych mozna zapisaé w szczegdlnej postaci zespolonych poteg

liczby o podstawie e (ktérej symbol e nadano wtasnie na czes¢ Eulera):

e _ ¢~ (funkcje trygonometryczne mozna przedstawic jako zespolone potggi podstawy logarytmu naturalnego - liczby e)

siny = 9
W it
cosp = %

Stad wystarczy tylko przeanalizowa¢ znany nam wczesniej fragment postaci trygonometrycznej:
. eV e W e — e eV e 4 — e i
cosY +isinty = 5 +1 5 = 5 =e
1

i Kazda liczbg zespolona mozna przedstawi¢ w postaci wykladniczej:

z = | z|ei‘P ; gdzie |z| jest modutem, a ¥ argumentem liczby zespolonej

Liczby zespolone/Podstawowe zaleznosci

Liczby zespolone/Dziatania na liczbach zespolonych
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Dodawanie liczb zespolonych

Wykonujac jakiekolwiek dziatania na liczbach zespolonych nalezy pamigtaé, ze mamy do czynienia z okresleniem
pozycji punktu w przestrzeni [np. z=(a,b)], czyli tak zwanym wielomianem [a konkretnie dwumianem - w tym
przypadku mamy miano okreslajace czg$¢ rzeczywista Re(z)=a oraz miano okreSlajace cze$¢ urojona Im(z)=b].
Dziatania na liczbach zespolonych wykonywane sa wigc tak samo jak dziatania na wielomianach i rzadza si¢ tymi

samymi prawami.

i Cze$¢ rzeczywista sumy dwoch liczb zespolonych jest suma ich czgsci rzeczywistych, a czgs¢ urojona tej sumy jest suma ich czesci

urojonych.

Suma postaci geometrycznej
Dla dwéch liczb zespolonych:

z = (a'a b) Oraz zy — (C, d)

ich suma wynosi

z1+ 22 =(a,b) + (c,d) = (a +¢c,b+ d)

Suma postaci algebraicznej

Powyzsze wynika z tacznosci dodawania, bowiem algebraicznie:

z1 = (a,b) =a+bioraz zp = (¢,d) = c+ di

stad:

z1+z2 = (a,b)+(c, d) = at+bitct+di = atetbit+di = (at+c)+i-(b+d) = (a+c, b+d)

Warto tutaj zauwazy¢, ze dodawanie liczb zespolonych jest przemienne totez zg + z7 = 21 + za.

Suma liczby zespolonej z jej sprzezeniem
Majac liczbg zespolong z; = (a,, b) = a + biijej sprzezenie Z7 = (a,, —b) = @ — b1 suma liczby zespolone;j
Z jej sprzgzeniem wyniesie:

z1+7% = (a,b) + (a,—b) =a+ b +a— b =2a =(2a,0)

Réznica liczb zespolonych

Analogicznie do sumy, réznica dwoch liczb zespolonych (a,b) i (c,d) wynosi (a-c,b-d), czyli (a,b)-(c,d)=(a-c,b-d).
Stownie oznacza to, ze czg$¢ rzeczywista réznicy dwéch liczb zespolonych jest réznica ich czesci rzeczywistych, a
cze$¢ urojona tej réznicy jest réznica ich czgsci urojonych.
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Dowoéd
(a,b)-(c,d)=(a+bi)-(c+di)=a+bi-c-di=a-c+bi-di=(a-c)+(bi-di)=(a-c)+i(b-d)=(a-c,b-d)

Przyktady

(9,6)-(3,4)=(6,2)

(3,4)-(9,6)=(-6,-2)

(m,e)-(3,5)=(-3,e-5)
Z1*Z2=(a+bi)*(c+di)=ac+adi+bci+bdi’2

Liczby zespolone/Dzielenie

Liczby zespolone/Potggowanie i pierwiastkowanie

Liczby zespolone/Przeksztalcanie postaci

Liczby zespolone/Dodatek
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Licencja
Version 1.2, November 2002

Copyright (C) 2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.
51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies

of this license document, but changing it is not allowed.

0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document "free" in the
sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it,
either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to

get credit for their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works of the document must themselves be free in
the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free

software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free
documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that the software does. But
this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or
whether it is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose purpose is

instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright
holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free
license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein. The "Document”, below, refers to
any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as "you". You accept the license

if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version" of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied

verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A "Secondary Section" is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the
relationship of the publishers or authors of the Document to the Document's overall subject (or to related matters)
and contains nothing that could fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook
of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of
historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or

political position regarding them.

The "Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant
Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section does not fit the above
definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero

Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The "Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the
notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a

Back-Cover Text may be at most 25 words.
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A "Transparent" copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification
is available to the general public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors
or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor,
and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to
text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been
arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not

Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not "Transparent” is called "Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format,
LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML,
PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and
JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors,
SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated
HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The "Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold,
legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats which do not have any title
page as such, "Title Page" means the text near the most prominent appearance of the work's title, preceding the
beginning of the body of the text.

A section "Entitled XYZ" means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains
XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section
name mentioned below, such as "Acknowledgements", "Dedications", "Endorsements”, or "History".) To "Preserve
the Title" of such a section when you modify the Document means that it remains a section "Entitled XYZ"

according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the
Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this License, but only as
regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no

effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that
this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced
in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical
measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you
may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also

follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering
more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that
carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the
back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover
must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the
covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document

and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.
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If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as

fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a
machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a
computer-network location from which the general network-using public has access to download using
public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use
the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity,
to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the

last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large

number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above,
provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the
role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a

copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

* A.Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of
previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may
use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives permission.

* B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the
modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of
its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.

» C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.

* D. Preserve all the copyright notices of the Document.

* E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

* F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the
Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

* G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the
Document's license notice.

* H. Include an unaltered copy of this License.

* I Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year,
new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled
"History" in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on
its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

e J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the
Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it was based on.
These may be placed in the "History" section. You may omit a network location for a work that was published at
least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

* K. For any section Entitled "Acknowledgements" or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve
in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given
therein.

e L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers

or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled "Endorsements". Such a section may not be included in the Modified Version.
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* N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements" or to conflict in title with any Invariant
Section.

* Q. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and
contain no material copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as
invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These

titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements"”, provided it contains nothing but endorsements of your Modified
Version by various parties--for example, statements of peer review or that the text has been approved by an

organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover
Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of
Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already
includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you
are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the

previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for

publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in
section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of
all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined work in its

license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be
replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make
the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or
publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list

of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History" in the various original documents, forming
one section Entitled "History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements", and any sections

Entitled "Dedications". You must delete all sections Entitled "Endorsements."

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and
replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy that is included in the
collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all

other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided
you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding

verbatim copying of that document.
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7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on
a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation
is not used to limit the legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. When the
Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not

themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less
than one half of the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on covers that bracket the
Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form.

Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms
of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders,
but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these
Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and
any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the
original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation and the original

version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements", "Dedications", or "History", the requirement (section

4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for under this
License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute the Document is void, and will automatically
terminate your rights under this License. However, parties who have received copies, or rights, from you under this

License will not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from
time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new

problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular
numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms and
conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free
Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any

version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.



http://www.gnu.org/copyleft/.
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How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the

following copyright and license notices just after the title page:

Copyright (c) YEAR YOUR NAME.

Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document
under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.2

or any later version published by the Free Software Foundation;

with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
A copy of the license is included in the section entitled "GNU

Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with...Texts." line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two

alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel
under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free

software.
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